
第7章 小波和多分辨率处理

 小波变换：一种新的信号处理技术

◼ 傅里叶变换的基函数是正弦波，而小波变换的基函数是小型波

◼ 小波具有变化的频率和有限的持续时间

◼ 傅里叶变换只提供频率信息，无时间信息

 小波是多分辨率理论这种信号处理和分析方法的基础

◼ 多分辨率理论涉及多个分辨率下的信号（或图像）表示与分析。

◼ 这种方法的优势是：某种分辨率下无法检测的特性，在另一种
分辨率下容易检测

 本章从多分辨率的角度来审视基于小波的变换。

◼ 主要内容集中于离散小波变换的开发和利用
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7.1 背景：多分辨率分析（MRA）

◼ 图像不同区域的局
部直方图差异很大

◼ 难以对整图用统计
模型进行分析

 基本动机
◼ 图像中，区域由相似纹理和灰度级组成，不同区域结合形成物体

◼ 较小物体适合用较高分辨率分析

◼ 对于较大物体，用低分辨率分析即可

◼ 如果图像中同时存在较小物体和较大物体，则可用不同分辨率来
研究他们



（1）图像金字塔

 图像金字塔：
◼ 一系列以金字塔形状排列的、分辨率逐渐降低的图像集合

◼ 底部：高分辨率表示；顶部：低分辨率近似

◼ 最初用于图像压缩

 𝑃 + 1级图像金字塔像素总数是

𝑁2 1 +
1

41
+
1

42
+⋯+

1

4𝑃
≤
4

3
𝑁2

两个问题：

第一，如何构建该金字塔？
第二，金字塔相邻两级差别是什么？



（1）图像金字塔

 创建近似金字塔和残差金字塔
◼ 步骤一：通过近似滤波器后，2倍下采样，得到第𝑗-1级近似

✓ 近似滤波器：邻域平均、高斯低通滤波、无滤波

◼ 步骤二：由步骤一产生的分辨率降低的近似，2倍上采样，然
后通过插值滤波，创建第𝑗级输入图像的一个预测

✓ 插值滤波：最近邻、双线性、双三次内插

◼ 步骤三：计算步骤二的预测图像和步骤一的输入之间的差，即
预测残差

𝑓2↑ 𝑛 = ቐ
𝑓

𝑛

2
, 𝑛为偶数

0, 其他

𝑓2↓ 𝑛 = 𝑓(2𝑛)



（1）图像金字塔

 上图：近似金字塔，称为
高斯金字塔

◼ 因为构建金字塔时使用了高
斯滤波器

◼ 分辨率越低，细节越少

✓ 低分辨率适合分析大结构
或图像整体内容

✓ 高分辨率适合分析单个物
体特性

 下图：预测残差金字塔，
通常称为拉普拉斯金字塔

◼ 直方图分布比较集中，适合
用较少比特进行压缩

四级金字塔及它们的直方图



（2）子带编码

 在子带编码中
◼ 一副图像可分解为一组频带受限的分量，称为子带

◼ 子带可以重组在一起，无误差重建原始图像

 数字滤波器
◼ 三个基本部件：延迟单元、乘法器、加法器

◼ 最终完成数字信号和滤波器的卷积运算



（2）子带编码

 如果输入是离散单位冲激，则输出为滤波器系数

离散单位冲击 滤波器冲击响应

መ𝑓 𝑛 = ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 ∙ 𝛿 𝑛 − 𝑘 = ℎ(𝑛)



（2）子带编码

 6个功能相关的滤波器的冲激响应：

参考响应 符号反转 顺序反转

顺序反转 调制 顺序反转调制



（2）子带编码：两波段子带编码和解码

 分析滤波器组和综合滤波器组串联
◼ 选择合适滤波器，实现完美重构

✓ 定义原型滤波器，由其计算得到其他滤波器

✓ 双正交滤波器，归一化正交滤波器

𝑔0 𝑛 = −1 𝑛ℎ1 𝑛

𝑔1 𝑛 = −1 𝑛+1ℎ0(𝑛)

𝑔0 𝑛 = −1 𝑛+1ℎ1 𝑛

𝑔1 𝑛 = −1 𝑛ℎ0(𝑛)

或

双正交滤波器

正交滤波器

𝑔1 𝑛 = −1 𝑛𝑔0 𝐾 − 1 − 𝑛

ℎ𝑖 𝑛 = 𝑔𝑖 𝐾 − 1 − 𝑛 , 𝑖 = {0,1}



 将输入图像分解为四个子带图像
◼ 每个子带图像还可以分为4个更小子带，更小的子带还可以再分

（2）子带编码：二维子带编码

近似子带

垂直细节子带

水平细节子带

对角线细节子带



（2）子带编码示例

4个8抽头Daubechies归一化

正交滤波器的冲击响应

（见公式7.1-14）

子带分离结果，4个子带分别是：
(a) 近似子带 (b) 水平细节子带
(c) 垂直细节自带 (d) 对角线细节子带



（3）哈尔变换（1910）

 哈尔(Haar)变换的矩阵表示
𝑻 = 𝑯𝑭𝑯T

𝑯：𝑁 × 𝑁哈尔变换矩阵， 𝑭：𝑁 × 𝑁图像矩阵，𝑻：𝑁 × 𝑁变换结果

 哈尔基函数（ 𝑘 = 2𝑝 + 𝑞 − 1，𝑘 = 0,1,… ,𝑁 − 1）

ℎ0 𝑧 = ℎ00 𝑧 =
1

𝑁
, 𝑧 ∈ 0,1

ℎ𝑘 𝑧 = ℎ𝑝𝑞 𝑧 =
1

𝑁

2𝑝/2, (𝑞 − 1)/2𝑝 ≤ 𝑧 < (𝑞 − 0.5)/2𝑝

−2
𝑝
2 , (𝑞 − 0.5)/2𝑝 ≤ 𝑧 < 𝑞/2𝑝

0, 其他, 𝑧 ∈ [0,1]

 哈尔矩阵

𝐻2 =
1

2

1 1
1 −1

𝐻4 =
1

4

1 1
1 1

1 1
−1 −1

2 2
0 0

0 0

2 − 2



（3）哈尔变换

每幅子图像描绘了原始图像
中空间频率的一个特定频带

由𝐻2哈尔基函数的离散小波变换
得到三种不同分辨率的近似图像
(64 × 64, 128 × 128, 256 × 256)

𝐻2 =
1

2

1 1
1 −1

𝐻2的行可用于定义一个2

抽头完美重建滤波器组的
分析滤波器ℎ0(𝑛)和ℎ1(𝑛)
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7.2 多分辨率展开

 在多分辨率分析中，尺度函数被用于建立一个函数或一
幅图像的一系列近似

◼ 每个近似与其最近邻近似在分辨率方面都用基2来区分

◼ 使用称为小波的附加函数（小波函数）对相邻近似之间的差进
行编码

 基础概念

◼ 级数展开

◼ 尺度函数

◼ 小波函数



级数展开

 信号或函数𝑓 𝑥 通常能分解为一系列展开函数的线性组合

𝑓 𝑥 =෍

𝑘

𝛼𝑘𝜑𝑘(𝑥)

◼ 𝛼𝑘是实值展开系数，𝜑𝑘(𝑥)是实值展开函数

◼ 如果展开唯一，则称𝜑𝑘(𝑥)为基函数，{𝜑𝑘(𝑥)}称为基

 可展开的函数张成了一个函数空间，成为展开集合的闭合
跨度：

𝑉 = Span
𝑘

{𝜑𝑘(𝑥)}

 对于任意𝑓 𝑥 ∈ 𝑉，利用{𝜑𝑘(𝑥)}的对偶函数集合{ ෤𝜑𝑘 𝑥 }，
其展开系数：

𝛼𝑘 = 〈 ෤𝜑𝑘 𝑥 , 𝑓 𝑥 〉 = න ෤𝜑𝑘
∗ 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥



尺度函数

 考虑由整数平移和实数二值尺度、平方可积函数𝜑(𝑥)组成的展开

函数集合，即{𝜑𝑗,𝑘(𝑥)}，其中

𝜑𝑗,𝑘 𝑥 = 2
𝑗
2𝜑(2𝑗𝑥 − 𝑘)

𝜑(𝑥)被称为尺度函数

 选择合适的𝜑(𝑥)，可使𝜑𝑗,𝑘 𝑥 跨越 𝐿2(𝑹)，即所有可度量的、平方

可积函数的集合：

𝑉𝑗 = Span
𝑘

{𝜑𝑗,𝑘(𝑥)}

 增大 𝑗会增大 𝑉𝑗 的大小，进而允许子空间中包含具有较小变换的变量或

较细的细节函数

◼ 随着𝑗的增大，用于表示子空间函数的𝜑𝑗,𝑘(𝑥)会变窄，x有较小变化即

可分开



尺度函数：哈尔尺度函数

如果𝑓(𝑥)是𝑉0的元素，那么
它也是𝑉1的元素



尺度函数

 多分辨率分析（MRA）4个基本要求

◼ 1：尺度函数对其整数平移是正交的

◼ 2：低尺度的尺度函数跨越的子空间，嵌套在高尺度跨越的尺度

空间内，即

𝑉−∞ ⊂ ⋯ ⊂ 𝑉−1 ⊂ 𝑉0 ⊂ 𝑉1 ⊂ 𝑉2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑉∞

◼ 3：唯一对所有的𝑉𝑗通用的函数是𝑓 𝑥 = 0

✓ 没有信息的函数𝑉−∞={0}

◼ 4：任何可度量的、平方可积的函数都可以按任意精度表示

✓ 任意空间的展开函数，都可由相邻较高分辨率空间的展开函数建立



小波函数

 定义小波集合 𝜓𝑗,𝑘 𝑥 ：𝜓𝑗,𝑘 𝑥 = 2
𝑗

2𝜓 2𝑗𝑥 − 𝑘

 小波函数跨越的空间：

𝑊𝑗 = Span
𝑘

{𝜓𝑗,𝑘(𝑥)}

 如果函数𝑓 𝑥 ϵ𝑊𝑗，则有：

𝑓 𝑥 =෍

𝑘

𝛼𝑘 𝜓𝑗,𝑘 𝑥

 尺度函数和小波函数子空间关系

𝑉𝑗+1 = 𝑉𝑗⨁𝑊𝑗

 任意小波函数，可表示为平移后的双倍分辨率尺度函数的加权和

𝜓 𝑥 =෍

𝑛

ℎ𝜓 (𝑛) 2𝜑 2𝑥 − 𝑛

可以证明：ℎ𝜓 𝑛 = (−1) 𝑛ℎ𝜑 𝑛

ℎ𝜓(𝑛)为小波函数系数



小波函数

 哈尔小波函数系数

𝑓 𝑥 = 𝑓𝑎 𝑥 + 𝑓𝑑(𝑥)
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7.3 一维小波变换

 三种小波变换
◼ 一般的小波级数展开 傅里叶级数展开

◼ 离散小波变换 离散傅里叶变换

◼ 连续小波变换 积分傅里叶变换

 小波级数展开

𝑓 𝑥 =෍

𝑘

𝑐𝑗0 𝑘 𝜑𝑗0,𝑘(𝑥) + ෍

𝑗=𝑗0

∞

෍

𝑘

𝑑𝑗 𝑘 𝜓𝑗,𝑘(𝑥)

𝑐𝑗0 𝑘 ：近似或尺度系数；𝑑𝑗 𝑘 ：细节或小波系数

𝑐𝑗0 𝑘 = 𝑓 𝑥 , 𝜑𝑗0,𝑘 𝑥 = න𝑓 𝑥 𝜑𝑗0,𝑘 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑗 𝑘 = 𝑓 𝑥 , 𝜓𝑗,𝑘 𝑥 = න𝑓 𝑥 𝜓𝑗,𝑘 𝑥 𝑑𝑥



小波级数展开

 随着更高尺度的叠加，近似变得

更接近测试函数的精确表示。

 当𝑗 → ∞时，可实现精确重构表示

使用哈尔小波的𝑦 = 𝑥2的小波级数展开

𝑦 = ቊ
𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0, 其他

𝑐0 0 = න
0

1

𝑥2𝜑0,0 𝑥 𝑑𝑥 = න
0

1

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3

𝑑0 0 = න
0

1

𝑥2𝜓0,0 𝑥 𝑑𝑥 = −
1

4

……



离散小波变换（DWT）

 如果待展开的函数是离散的（即数字序列），得到的系数就称之
为离散小波变换（DWT）

 正向DTW系数

近似系数：𝑊𝜑 𝑗0, 𝑘 =
1

𝑀
෍

𝑛

𝑓 𝑛 𝜑𝑗0,𝑘(𝑛)

细节系数：𝑊𝜓 𝑗, 𝑘 =
1

𝑀
෍

𝑛

𝑓 𝑛 𝜓𝑗,𝑘 𝑛 , 𝑗 ≥ 𝑗0

 反向DWT：

𝑓 𝑛 =
1

𝑀
෍

𝑘

𝑊𝜑 𝑗0, 𝑘 𝜑𝑗0,𝑘(𝑛) +
1

𝑀
෍

𝑗=𝑗0

∞

෍

𝑘

𝑊𝜓 𝑗, 𝑘 𝜓𝑗,𝑘(𝑛)



连续小波变换（CWT）

 连续小波变换（CWT）将一个连续函数变换为两个变
量（平移和尺度）的高冗余度函数
◼ 其结果可用于时间-频率分析

 连续平方可积函数𝑓(𝑥)的连续小波变换与实数值小波
𝜓(𝑥)的关系定义为

𝑊𝜓 𝑠, 𝜏 = න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝜓𝑠,𝜏 𝑥 𝑑𝑥

𝜓𝑠,𝜏 𝑥 =
1

𝑠
𝜓(
𝑥 − 𝜏

𝑠
)

 给定𝑊𝜓 𝑠, 𝜏 ，连续小波反变换为

𝑓 𝑥 =
1

𝐶𝜓
න
0

∞

න
−∞

∞

𝑊𝜓 𝑠, 𝜏
𝜓𝑠,𝜏(𝑥)

𝑠2
𝑑𝜏 𝑑𝑠

𝐶𝜓 = න
−∞

∞ 𝜓 𝜇 2

|𝜇|
𝑑𝜇

𝑠：尺度参数
𝜏：平移参数



连续小波变换（CWT）

 CWT  与 DWT的相似性

◼ 连续平移参数 𝜏取代了整数平移参数 𝑘

◼ 连续尺度参数 𝑠与二进制参数 2𝑗 相反

✓ 小波尺度与传统意义的频率表示关系是相反的

◼ 连续小波变换类似于尺度为 𝑗 = −∞的离散小波变换，从而消
除了与尺度函数间的联系，因此仅用小波项表示即可

◼ 与离散变换类似，连续变换的结果为一组系数，度量了𝑓 𝑥 与
基函数的相似性



连续小波变换

连续小波变换[(c)和(d)]和
连续一维函数(a)的傅里
叶谱(b)

𝑓 𝑥 = 𝜓1,10 𝑥 +𝜓6,80 𝑥
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 快速小波变换（FWT）是实现离散小波变换（DWT）
的高效计算，也称Mallat人字形算法
◼ 类似于2子带的子带编码

 相邻尺度的DTW系数之间的关系

7.4 快速小波变换

𝑊𝜓 𝑗, 𝑘 = ℎ𝜓 −𝑛 ★𝑊𝜑 𝑗 + 1, 𝑛 ቚ
𝑛=2𝑘,𝑘≥0

𝑊𝜑 𝑗, 𝑘 = ℎ𝜑(−𝑛)★𝑊𝜑 𝑗 + 1, 𝑛 ቚ
𝑛=2𝑘,𝑘≥0

一个FWT分析滤波器组



7.4 快速小波变换

(a) 一个二级或二尺度
FWT分析滤波器组

(b) 其频谱分离特性



7.4 快速小波变换

使用哈尔尺度和小波向量计算序列
{1,4,-3,0}的一个二尺度快速小波变换



7.4 快速小波变换：反变换

𝑊𝜑 𝑗 + 1, 𝑘 = ℎ𝜑 𝑘 ★𝑊𝜑
2↑ 𝑗, 𝑘 + ℎ𝜓 𝑘 ★𝑊𝜓

2↑ 𝑗, 𝑘 ቚ
𝑘≥0

FWT−1综合滤波器组

一个两级或二尺度FWT−1综合滤波器组



7.4 快速小波变换：反变换

 使用哈尔尺度和小波函数计算序列{1,4, −1.5, 2, −1,−1.52 2}

的二尺度快速小波反变换



7.4 快速小波变换

 标准时域基指明了事件发生的时刻，但不提供频率信息

 正弦基指出了发生较长时间的事件中出现的频率，但没有提供
时间分辨率

 FWT的时间-频率片中时间和频率分辨率是变化的，但每个片
的面积相同

(a) 冲激函数基 (a) 正弦函数(FFT)基 (c) FWT基
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7.5 二维小波变换

 在二维情况下，需要1个二维尺度函数𝜑(𝑥, 𝑦)和3个二维
小波𝜓𝐻(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑉(𝑥, 𝑦)和𝜓𝐷 𝑥, 𝑦

 每个二维小波都是两个一维函数的乘积

𝜑 𝑥, 𝑦 = 𝜑 𝑥 𝜑(𝑦)

𝜓𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝜓 𝑥 𝜑(𝑦)

𝜓𝑉 𝑥, 𝑦 = 𝜑 𝑥 𝜓(𝑦)

𝜓𝐷 𝑥, 𝑦 = 𝜓 𝑥 𝜓(𝑦)

可分离尺度函数

列方向变化（水平边缘）

行方向变化（垂直边缘）

对角线方向变化



 大小为𝑀 ×𝑁的图像𝑓(𝑥, 𝑦)的离散小波变换是

𝑊𝜑 𝑗0, 𝑚, 𝑛 =
1

𝑀𝑁
෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝜑𝑗0,𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑊𝜓
𝑖 𝑗,𝑚, 𝑛 =

1

𝑀𝑁
෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝜓𝑗,𝑚,𝑛
𝑖 (𝑥, 𝑦) , 𝑖 = {𝐻, 𝑉, 𝐷}

𝑓(𝑥, 𝑦)离散小波反变换

7.5 二维小波变换

𝑓 𝑥, 𝑦 =

+
1

𝑀𝑁
෍

𝑖=𝐻,𝑉,𝐷

෍

𝑗=𝑗0

∞

෍

𝑚

෍

𝑛

𝑊𝜓
𝑖 𝑗, 𝑚, 𝑛 𝜓𝑗,𝑚,𝑛

𝑖 (𝑥, 𝑦)

1

𝑀𝑁
෍

𝑚

෍

𝑛

𝑊𝜓 𝑗0, 𝑚, 𝑛 𝜑𝑗0,𝑚,𝑛 𝑥, 𝑦



7.6 二维小波变换

分析滤波器组 综合滤波器组

分解结果

 二维快速小波变换



7.6 二维小波变换

计算二维的三尺度FWT

(a) 原图像；(b) 一尺度FWT；
(c) 二尺度FWT；(d) 三尺度FWT

四阶对称小波：
(a)~(b) 重建滤
波器；
(e) 一维小波；
(f) 一维尺度
函数；
(g) 三个二维
小波之一



7.6 二维小波变换：边缘检测与去噪

针对边缘检测改进的DWT

(a) ~ (c) 删除所选系数的二尺度分解
(b) ~ (d) 相应的重建

为噪声去除修改DWT：(a) 人的头部噪声CT图像；
(b)，(c)和(e)对细节系数进行阈值处理后的各种重
建；(d)和(f)在(c)和(e)重建过程中所删除的信息
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7.6 小波包

 将小波分解想象为一个二叉树
◼ 根节点被赋予最高尺度的近似，叶节点继承变换的近似和细节

二尺度FWT分析组的
(a) 系数树和(b) 分析树



7.6 小波包

三尺度FWT分析组：
(a) 方框图
(b) 分解空间树
(c) 频谱分离特性



7.6 小波包

 上图中的小波包支持26中不同的分解，例如

𝑉𝐽 = 𝑉𝐽−3⊕𝑊𝐽−3⊕𝑊𝐽−2,𝐴 ⊕𝑊𝐽−2,𝐷 ⊕𝑊𝐽−1,𝐴𝐴 ⊕𝑊𝐽−1,𝐴𝐷 ⊕𝑊𝐽−1,𝐷𝐴 ⊕𝑊𝐽−1,𝐷𝐷

𝑉𝐽 = 𝑉𝐽−1⊕𝑊𝐽−1,𝐴 ⊕𝑊𝐽−1,𝐷𝐴⊕𝑊𝐽−1,𝐷𝐷

 在𝑊𝐽−1上附加近似滤波和细节滤波



7.6 小波包

三尺度完全小波包分析树
(a) 滤波器组
(b) 频谱分离特性



7.6 小波包

一个二维FWT的第一次分解 (a) 频谱 (b) 子空间分析树



7.6 小波包

一个三尺度、完全小波包分解树（部分）

(a) 一副扫描的指纹图像
(b) 该图像的三尺度、全小波包分解

指纹的一种最佳小波分解



7.6 小波包：指纹图像压缩

 面向指纹图像压缩，定义代价函数，即

𝐸(𝑓) =෍

𝑚,𝑛

𝑓(𝑚, 𝑛)

 父节点分解条件：子节点联合能量小于父节点能量，即

𝐸𝐴 + 𝐸𝐴+𝐸𝐴+𝐸𝐴 < 𝐸𝑃

指纹的最佳小波分解的
小波包分析树



7.6 小波包

Cohen Daubechies Feauveau 双正交小波族成员：
(a)和(b)分解滤波器系数；(c)和(d)重建滤波器系数；
(e)~(h)双小波和尺度函数。


