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第4章 频率域滤波：图像变换

动机：为了有效和快速地对图象进行处理，常常

需要将原定义在图象空间的图象，以某种形式转

换到另外一些空间（频率域空间）并加工，最后

再转换回图象空间以得到所需的效果。

图象空间 图象空间变换空间

加工
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4.1  傅立叶变换基础

 傅里叶级数（FS）

◼ 任何周期函数都可以表示为不同频率的正弦或
余弦之和的形式，每个正弦项和余弦项都乘以
不同的系数
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4.1  傅立叶变换基础

 傅里叶变换（FT）

◼ 任何非周期函数（其曲线下的面积是有限的，即绝对可积）可
以表示为正弦和/或余弦乘以加权函数的积分来表示

◼ 连续函数𝑓(𝑡)的傅里叶变换𝐹 𝜇 定义如下：

◼ 给定𝐹 𝑢 ，通过傅里叶反变换可得到𝑓(𝑡)：
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4.1  傅立叶变换基础

 连续变量函数的傅里叶变换：窗函数
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𝐹 𝜇 = 𝐴𝑊
sin(𝜋𝜇𝑊)

𝜋𝜇𝑊



4.1  傅立叶变换基础

 卷积定理
◼ 对于具有连续变量𝑡的两个连续函数𝑓(𝑡)和ℎ(𝑡)的卷积

𝑓 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓 𝜏 ∙ ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

◼ 令𝑓 𝑡 、ℎ 𝑡 、𝑓 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 、𝑓 𝑡 ∙ ℎ 𝑡 的傅里叶变换分别为
𝐹 𝑢 、𝐻 𝑢 、𝐺(𝑢)、𝐽(𝑢)，可以证明：

✓ 空域（时域）卷积等价于频域乘积

𝐺 𝑢 = 𝐹 𝑢 ∙ 𝐻 𝑢

✓ 空域（时域）乘积等价于频域卷积

𝐽 𝑢 = 𝐹 𝑢 ∗ 𝐻 𝑢

◼ 上述结论可以推广到二维情况
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4.1  傅立叶变换基础：取样

 将连续函数转换为离散序列

9

∆𝑇为冲激串的间隔
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问题：如何选择
采样间隔？



4.1  傅立叶变换基础：取样

 取样函数的傅里叶变换
◼ 空域（时域）卷积等价于频域乘积

◼ 奈奎斯特采样率：完全等于信号最高频率的两倍的取样率。
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取样定理：当以超过奈奎斯特
采样率来获取样本，则连续带
限函数能完全由其样本集恢复。
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低通滤波提取带限信号

 通过理想低通滤波器可以复原𝐹(𝜇)
◼ 但理想低通滤波器的幅度快速过渡特性用物理电子元件无法实现

◼ 可以用软件来模拟理想低通滤波器
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混淆

 对一个带限函数，以低于奈奎斯特采样率进行采样，结
果会出现频率混淆
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来自邻近周期的频率分量
的干扰导致了混淆，妨碍
𝐹(𝜇)的完美复原



混淆

 实例：采样频率低于原始信号频率的两倍
◼ 取样后的信号看上去像正弦波，但其频率是原始信号的十分之一

◼ 混淆的严重程度使得我们无法知道这些样本是不是原始函数的真
实描述
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数字图像中的混淆

 二维欠采样造成的空间混淆



数字图像中的混淆

 图像内插和重采样
◼ 完美重建需要用sinc函数在空间做二维卷积，涉及无限求和

✓ 盒状滤波器的傅里叶反变换是sinc函数

◼ 实践中采用近似方式：放大可视为过采样，缩写可视为欠采样
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重取样后的图像上的混淆的说明: (a)带有视觉上可以忽略的混淆的数字图像; (b)采用行-列删除
法将图像尺寸缩小到其原始尺寸 50%后的结果。混淆清晰可见; (c)在调整图像大小之前，使用
一个 3x3均值滤波器来模糊(a)中图像的结果。该图像比图(b)更模糊，但混淆不再那样显眼。



数字图像中的混淆

 图像内插和重采样
◼ 图像缩小产生的锯齿现象

✓ 在缩小前，使用均值滤波，可减少锯齿



数字图像中的混淆

 图像内插和重采样
◼ 图像放大产生的锯齿现象



4.1  傅立叶变换基础

 傅里叶变换（FT）、离散时间傅里叶变换（DTFT）和
离散傅里叶变换（DFT）之间的关系
◼ DFT：对一个周期取样



4.1 离散傅立叶变换(DFT)

二维DFT及其反变换

一个图像关于的函数的离散

傅里叶谱：

相角：
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4.1 离散傅立叶变换(DFT)

 二维DFT及其反变换

功率谱：

可以证明：

相当于原点被放置在 上

为图象平均灰度。
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2D DFT及其反变换的一些性质
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二维DFT的性质

 线性

 比例

 平移

 卷积

 旋转



2D DFT的性质：周期性
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数字图像的DFT变换

 傅里叶谱图的中心化平移和对数增强
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数字图像的DFT变换

二维DFT及其反变换
下图实例：

中心化，矩形宽高化为 2∶1

反映到频域轴亮点间距恰好相反



数字图像的DFT变换

 图像的傅里叶谱对旋转不敏感；其会随旋转图像以相同
的角度旋转
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数字图像的DFT变换

 图像发生平移或旋转变换后，对应相角发生变化
◼ 缺少直觉的类比性

◼ 相角携带了反映图像中物体空间位置的信息
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基于二维DFT频谱与相位的反变换
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◼ 仅用相角信息，可
恢复原图的关键形
状特性

◼ 仅用谱信息，直流
项占支配地位，难
以恢复原图的形状
信息



数字图像的DFT变换

线性叠加及尺度变化



数字图像的DFT变换



数字图像的DFT变换

典型图象的频谱



二维卷积定理

 二维卷积定理

 在实际编程实现时，需注意上述等价性的前提条件
◼ DFT变换时，𝑓 𝑥, 𝑦 和𝐹 𝑢, 𝑣 的大小相同，均为𝑀 ×𝑁

◼ 二维DFT及其反变换结果均为无限周期

𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐹(𝑢 + 𝑘1𝑀, 𝑣 + 𝑘2𝑁)

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝑘1𝑀, 𝑦 + 𝑘2𝑁)

◼ 如果希望通过先做频域乘积、再对结果进行DFT反变换，来实
现空域卷积，则需要保证信号无缠绕

✓ 可通过将原始数字信号通过补零，延拓其矩阵大小

32



二维卷积定理：空域卷积 vs. DFT

 DFT变换时，𝑓 𝑥, 𝑦 和𝐹 𝑢, 𝑣 的大小相同，均为𝑀 ×𝑁

33

解决缠绕错误：添加0补齐

P=400+400-1=799



DFT定义及相关表达式小结
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DFT定义及相关表达式小结

35
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4.2 频率域滤波基础

频率域滤波基本步骤：

1、 原图像

2、

3、

4、反DEF

5、实部

6、用 结果。

被滤波图像

( 1)x y+− 

( , )F u v

( , ) ( , )H u v F u v

( 1) (5)x y+− 

 1 ( , )G u v−=

( , ) ( , ) ( , )G u v H u v F u v=



图像空域与频域的定性分析

 集成电路SEM图像及其傅里叶谱
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4.2 频率域滤波基础

 一些基本的滤波器及其性质

陷波滤波器： → 平均值

如果想使其平均灰度为0，则可：

具体见如下图示（负值被置为零）：

(0,0)F 0    ( , ) ( , )
( , ) 2 2

1         

M N
u v

H u v


=

= 

 其它



4.2 频率域滤波基础

 高通滤波与低通滤波



使用DFT时二维图像固有的周期性

 边缘填充对滤波结果的影响
◼ 由于DFT的固有周期性，“先频率低通滤波、后反变换回空域”

等价于“在空域对图像矩阵的周期性信号进行空域卷积滤波”

◼ 为了避免信号出现混叠，需要在图像的空域信号矩阵进行补零
边缘延拓

41



使用DFT时二维图像固有的周期性

 边缘填充对滤波结果的影响
◼ 由于DFT的固有周期性，“先频率低通滤波、后反变换回空域”

等价于“在空域对图像矩阵的周期性信号进行空域卷积滤波”

◼ 为了避免信号出现混叠，需要在图像的空域信号矩阵进行补零
边缘延拓（补零后的一个周期信号如下右图红色框所示）
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使用DFT时二维图像固有的周期性

 频率滤波存在的问题示例
◼ 理想低通滤波器的空域形式具有sinc函数形状，含无限扩展成分

◼ 在空滤滤波时，必须对sinc函数进行截断，而截断后的sinc函数所
对应的频域滤波器出现振铃成分（如下d图）

◼ 缓解方案：对图像的外边界用0填充，然后在频域滤波

✓ 使用DFT时，图像和滤波器的大小必须相同
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空间和频率域滤波间的对应

空间域滤波和频率域
滤波之间的对应关系
例如：高斯滤波函数

为标准差：

傅立叶变换及其反变换
因为实数。

曲线形状如右图所示：

2 2/ 2( ) uH u Ae −=

2 2 22( ) 2 xh x Ae   −=


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4.3 频率域滤波平滑

理想低通滤波器
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其中，D(u,v)是频率域中点(u,v)与频率矩形中心的距离



理想低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用理想低通滤波器，截
止频率设置10,30,60,160和460。
这些滤波器移除的功率分别为总
功率的13%，6.9%，4.3%，2.2% 

和 0.8%。



振铃效应解释

 理想低通滤波器ILPF所对应的空域滤波器ℎ(𝑥, 𝑦)具有
sinc函数形状
◼ 频域的理想低通滤波等价于用ℎ(𝑥, 𝑦)与图像直接卷积

◼ sinc函数的中心波瓣对图像进行模糊

◼ sinc函数外侧的较小波瓣造成振铃
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4.3 频率域滤波平滑

n 阶布特沃斯低通滤波器

nDvuD
vuH
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0 ]/),([1

1
),(

+
=



布特沃斯滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用二阶布特沃斯低通滤
波器的结果，截止频率仍为10，
30，60，160和460。



4.3 频率域滤波平滑

高斯低通滤波器
2
0

2 2/),(
),(

DvuD
evuH
−

=

高斯低通滤波器（GLPF）的傅里叶反变换也是高斯的，因此通过上
式的IDFT得到的空间高斯滤波器没有振铃。



高斯低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用高斯低通滤波器的结
果，截止频率仍为10，30，60，
160和460。



低通滤波的其他例子

1. 字符识别：

下图：断裂现象



低通滤波的其他例子

2. 印刷和出版业：预处理

下图：减少面部细纹



低通滤波的其他例子

3. 卫星和航空图像：

下图：墨西哥湾和佛罗里达图像存在“扫描线”
（用高斯低通来处理）
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4.4 频率域滤波锐化

理想高通滤波器
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理想高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的理想高通滤波器结果

原图
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4.4 频率域滤波锐化

布特沃斯高通滤波器
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布特沃斯高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的2阶布特沃斯高通滤波器结果

原图

0D



4.4 频率域滤波锐化

高斯高通滤波器
2
0

2 2/),(
1),(

DvuD
evuH
−

−=



高斯高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的高斯高通滤波器结果

原图

0D



4.4 频率域滤波锐化：同态滤波

 一幅图像f(x,y)可以表示为照射分量和反射分量的乘积。

f(x,y) = i(x,y)r(x,y)

然而上式不能用来直接对两部分分量分别进行操作，因

为两个函数乘积的傅立叶变换是不可分的。

F{f(x,y)} ≠ F{i(x,y)}F{r(x,y)}

 我们对图像函数两边取对数，则可以将两个分量分开。

z(x,y) = ln f(x,y) = ln i(x,y) + ln r(x,y)

F{ln f(x,y)} = F{ln i(x,y)} + F{ln r(x,y)}



同态滤波步骤

1. 两边取对数： f(x,y)  = ln i(x,y) + ln r(x,y)

2. 两边取付氏变换：

3. 用一频域函数 H(u,v)处理 F(u,v)：

4. 反变换到空域：

5. 两边取指数：
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s(x,y) = i′(x,y) + r′(x,y)

H(u,v)F(u,v) = H(u,v) I(u,v) + H(u,v) R(u,v)

F(u,v) = I(u,v) + R(u,v)

g(x,y) = exp{i′(x,y)} exp{r′(x,y)}=i0(x,y) r0(x,y) 



同态滤波器函数径向剖面图：滤波器函数趋向于衰减
低频的贡献，而增强高频的贡献。

同态滤波步骤及滤波器径向剖面图



同态滤波示例

 特点：能消除乘性噪声，能同时压缩图象的整体动态范
围，增加图象中相邻区域间的对比度

 示例一：
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同态滤波示例二：

同态滤波示例



第4章 频率域滤波

4.1 离散傅立叶变换(DFT)

4.2 频率域滤波基础

4.3 频率域滤波器平滑图像

4.4    频率域滤波器锐化图像

4.5    选择性滤波



带阻滤波器和带通滤波器

 三种典型的带阻滤波器：理想、巴特沃斯、高斯

 理想带阻、带通滤波器
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陷波滤波器

 陷波滤波器：拒绝（或通过）事先定义的频率矩形中心
的一个邻域的频率

 一般设计为零相移滤波器，其关于原点对称
◼ 零相移：不改变原图像频域表达式中的相角的滤波器

◼ 一个中心位于（𝑢0, 𝑣0）的陷波在位置（−𝑢0, −𝑣0）处必须有
一个对应的陷波

 一般形式：

𝐻𝑁𝑅 𝑢, 𝑣 =ෑ

𝑘=1

𝑄

𝐻𝑘(𝑢, 𝑣) ∙ 𝐻−𝑘(𝑢, 𝑣)
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𝐻𝑘(𝑢, 𝑣)、𝐻−𝑘(𝑢, 𝑣)是高通滤波器，它们的中心分别位于(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘)、 (−𝑢𝑘 , −𝑣𝑘)处。



陷波滤波器

 使用陷波滤波器减少莫尔纹

◼ 摩尔纹是一种在摄影、扫描或者显示过程中经常出现的干涉条
纹现象
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陷波滤波器

 使用陷波滤波器增强土星图像
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